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ОБ ОГРАНИЧЕНИИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ НА
ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯХ
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Аннотация. Рассматривается преобразования Фурье на выпуклых аналитических
гиперповерхностях в R4.
Получено решение проблемы об (Lp, L2) ограниченности соответствующего опера-
тора ограничения преобразования Фурье на некоторых классов гиперповерхностей.
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тор ограничения, показатель осцилляции, высота функции.
1. Введение
Как известно, преобразование Фурье суммируемой в Rn функции является непре-
рывной функцией. Поэтому мы можем определить ее в каждой точке двойственного
прост-ранства. С другой стороны теорема Планшареля показывает, что преобразо-
вание Фурье L2(R
n
x) функции снова является L2(R
n
ξ ) функцией и обратно. Следова-
тельно, преобразование Фурье L2(R
n
x) функции может быть любой функцией из
L2(R
n
ξ ). Более того неравенство Хаусдорфа-Юнга показывает, что преобразование
Фурье Lp(R
n
x) функции при 1 ≤ p ≤ 2 может быть определено как функция из
класса Lq(R
n
ξ ), где q- двойственное число, т.е.
1
p
+ 1
q
= 1. Несмотря на то, что пре-
образование Фурье в Rn определяется линейными структурами Rn, результаты об
ограничении преобразования Фурье пока-зывают связь между гармоническим ана-
лизом и нелиней-ным объектом. Точнее, как показал Фефферман [8] преобразование
Фурье Lp функции при достаточно близких к единице корректно определена как
L2 (S
n−1) (где Sn−1- единичная сфера в Rn) функции, хотя Sn−1 имеет меру нуль в
Rn и fˆ априори определено почти всюду. Здесь можно отметить классические ре-
зультаты Томаса [5], Штрихартса [3], Стейна [4], Феффермана [8], Зигмунда [6].
Аналогичные проблемы возникают в случае, когда S произвольная поверхность
Евклидова пространства.
Перейдем к более точным определениям.
Пусть f ∈ Sh (Rn) , где Sh (Rn) -пространство Шварца. Через S ⊂ Rn обозначим
гладкую поверхность в пространстве Rn и dS-элемента индуцированной лебеговой
меры, а также введем меру dµ(x) = ψ(x)dS, где ψ ∈ C∞0 (S) неотрицательная гладкая
функция с компактным носителем. Пространство Lq(S) определяется естественным
образом.
Если f ∈ Sh (Rn) , то естественно определен оператор (Rf)(ξ) = fˆ(ξ), при ξ ∈ S,
так как fˆ(ξ) является элементом пространства Шварца Sh
(
Rnξ
)
.
Определение 1.1. Говорят, что оператор R имеет тип (Lp, Lq) если существует по-
ложительное число Ap,q такое, что для любой функции f ∈ Sh (Rn) выполняется
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неравенство:
(1.1)
(∫
S
∣∣∣fˆ
∣∣∣q dµ
)1
q
≤ Ap,q ‖f‖Lp
где ‖f‖Lp =
(∫
Rn
|f(x)|p dx) 1p .
Проблема о точных значениях p, q до сих пор остается открытой. Эта проблема
называется "проблемой об ограничении преобразования Фурье".
Классические результаты Томаса и Стейна [4] показывают, что если S единичная
сфера и q = 2, то при 1 ≤ p ≤ 2(n+1)
n+3
имеет место неравенство вида (1.1) для любой
функции f ∈ Sh (Rn) .
Мы рассмотрим эту задачу в случае, когда q = 2 и S выпуклая аналитическая
гиперповерхность в R4.Локально мы можем определить S как график аналитической
функции
x4 = Φ(x1, x2, x3),
удовлетворяющая условиям: Φ(0) = 0, ∇Φ(0) = 0.
В работе [10] рассмотрена аналогичная задача и получены некоторые оценки для
случая, когда S удовлетворяет некоторым условиям, так называемых условиям полиэд-
рального типа.
Нам необходимо некоторые обозначения и определения для формулировки основ-
ного результата.
Пусть f гладкая функция в некоторой окрестности нуля и она удовлетворяет усло-
виям:
f(0) = 0, ∇f(0) = 0.
Функция f называется выпуклой, если для любых векторов x, y ∈ U ⊂ Rn (где U -
некоторая выпуклая окрестность начала координат) и для любых неотрицательных
чисел α, β, удовлетворяющих условию α + β = 1 имеет место неравенство:
f(αx+ βy) ≤ αf(x) + βf(y).
Функция f называется функцией конечного линейного типа в начале координат, если
для любого единичного вектора ξ ∈ Rn существует N ≥ 2 такое, что DNξ f(0) 6= 0,
где DNξ f(0) производная функции f по направлению вектора ξ в начале координат.
Поверхность S называется выпуклой конечного линейного типа, если она локально
задается в виде графика выпуклой функции конечного линейного типа.
Пусть f гладкая функция, определенная в начале координат. Рассмотрим ее ряд
Тейлора с центром в начале координат(т.е. ряд Маклорена этой функции)
fx ≈
∑
k∈Nn0
ckx
k, ck ∈ R.
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Носитель (носителем Тейлора) этого ряда определяется соотношением:
τ (fx) = {k ∈ Nn0 \{0} : ck 6= 0} .
Многогранник Ньютона ряда Маклорена f определен как выпуклая оболочка мно-
жества
⋃{
k +Rn+
}
, где k ∈ τ (fx) и Rn+ = (R+)n.
Фиксируем систему координат в Rn и обозначим через fx ряд Маклорена функции
f в этой системе координат. Пусть d координата пересечения прямой x1 = . . . = xn =
t, t ∈ R с границей многогранника Ньютона. Это число будет называться расстоя-
нием между многогранником и началом координат. Расстояние обозначается через
d(x). Главной гранью многогранника Ньютона называется грань минимальной раз-
мерности, содержащей точку (d(x), . . . , d(x)).
Пусть f функция, определенная выше, и пусть x = (x1, . . . , xn), фиксированная
система координат в нуле в Rn. Обозначим через fx ряд Маклорена f , d(x) рас-
стояние между началом координат и многогранником Ньютона N(fx). Рассмотрим
величину h(f) = sup {d(x)}, где "supremum"берется относительно набора всех ло-
кальных глад-ких систем координат x в начале координат. Число h(f) называется
высотой функции f . Варченко А.Н доказал существование так называемых "приспо-
собленных"систем координат, т.е таких систем координат, где выполняется равен-
ство: h(f) = d. Существо-вание аналогичных систем координат для гладких выпук-
лых функций конечного линейного типа доказано в работе [7] и для произвольных
выпуклых аналитических функций в работе [11].
Рассмотрим меру dµ(x) = ψ(x)dS и преобразование Фурье этой меры :
dµˆ(ξ) = J(ξ) :=
∫
S
exp(i(x, ξ))dµ(x).
В работе [12] доказана следующая
Теорема 1.1. Пусть Φ выпуклая аналитическая функция в окрестности нуля. Тогда
существует окрестность нуля U такая, что для любой функции ψ ∈ C∞0 (U) справед-
лива следующая оценка
∣∣∣∣
∧
dµ(ξ)
∣∣∣∣ ≤ C ‖ψ‖C(4)(U)|ξ| 1h(Φ) ,
где h(Φ) высота функции Φ , ‖ψ‖C(4)(U) норма функции на C(4).
Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема 1.2. Пусть Φ -выпуклая аналитическая функция в окрестности нуля в R3.
Тогда существует окрестность нуля U такая, что для любой функции ψ ∈ C∞0 (U)
оператор ограничения R имеет тип (Lp, L2) при любых 1 ≤ p ≤ 2(1+h(Φ))2h(Φ)+1 . Более того,
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если ψ(0) > 0, то оператор ограничения имеет тип (Lp, L2) тогда и только тогда,
когда 1 ≤ p ≤ 2(1+h(Φ))
2h(Φ)+1
.
2. Оценка сверху для оператора ограничения.
Доказательство результата предыдущего пункта основывается на следущей тео-
ремы А.Гринлифа [2] и теореме 1.1 о равномерной оценке соответствующего осцил-
ляторного интеграла.
Теорема 2.1. Пусть S ⊂ Rn+m гладкое n-мерное подмногообразие с гладкой мерой
dµ = ψ(x)dS, сосредоточенной вне границы S. Предположим для некоторых C, r > 0
выполняется неравенство
|dµˆ(ξ)| ≤ C (1 + |ξ|)−β .
Тогда существует C ′ > 0 такое, что для любой функции f ∈ Sh (Rn+m) выполняется
неравенство
(2.1)
∥∥∥ fˆ ∣∣∣
S
∥∥∥
L2(S,dµ)
≤ C ′ ‖f‖Lp(Rn+m,dx) ,
при p = 2(m+β)
2m+β
.
В частности если S гладкая гиперповерхность, то m = 1 и мы имеем оценку с
p = 2(1+β)
2+β
. Рады полноты изложения мы остановимся в основных моментах доказа-
тельства теоремы 2.1 А.Гринлифа при m = 1 [2].
Сначала заметим, что оценка (2.1) инвариантно относительно Евклидова движе-
ния пространств R4x и R
4
ξ , так как dS инвариантно относительно таких преобразова-
ний. Следовательно, мы можем считать что S задана в виде графика гладкой функ-
ции x4 = Φ(x1, x2, x3), удовлетворяющей условиям Φ(0) = 0, ∇Φ(0) = 0. При этом
используя соответствующего разбиения единицы мы можем считать, что носитель
функции ψ сосредоточен в достаточно малой окрестности начало координат.
Теперь с помощью леммы Томаса [5] достаточно показать справедливость оценки
‖dµˆ ∗ g‖Lq ≤ C ‖g‖Lp ,
где ∗- свертка, p = 2(1+β)
2+β
и 1
p
+ 1
q
= 1.
Рассмотрим обобщенную функцию (семейство аналитических обобщенных функ-
ций)
Gz(x) = ψ(x1, x2, x3, x4)
|x4 − Φ(x1, x2, x3|z
Γ(z + 1)
.
Как известно, Gz аналитически продолжается в C [1] и
G−1 = ψδ(x4 − Φ(x)),
где δ(x4 − Φ(x))- "дельта"функция на поверхности S.
Теперь определим семейство аналитических операторов
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Tzf(x) = Gˆz ∗ f(x),
где f ∈ Sh (Rn).
Покажем справедливость неравенство:
∣∣∣ 1Γ(1+iy)
∣∣∣ ≤ Cepi|y|.
Заметим, что Γ(1) = 1. Поэтому из аналитичности Γ в точке 1 имеем |Γ(z)| ≥ 1
2
при |z − 1| < δ для некоторого положительного число δ. В частности при |y| < δ мы
имеем 1
|Γ(1+iy)|
≤ 2.
Теперь используем соотношение Γ(z)Γ(1− z) = pi
sinpiz
.
При z = −iy мы получим
pi
Γ(1 + iy)
= sin pi(1 + iy)Γ(−iy) = − sin piiyΓ(−iy) = ishpiyΓ(−iy).
Отметим, что если |y| ≥ δ, то существует Cδ такое, что |Γ(−iy)| ≤ Cδ.
Действительно, по формуле аналитического продолжения гамма функции, имеем
следующие соотношения:
|Γ(1− iy)| ≤ |Γ(1− iy)||iy| ≤
1
δ
.
Итак, 1
|Γ(1+iy)|
≤ Cδepi|y|.
Если Rez = 0, то sup
x
|Gz(x)| = Cz ≤ Cepi|Imz|.
Следовательно,
‖Tzg‖L2 ≤ Cz ‖g‖L2 .
Теперь используем следующую формулу [1]:
xˆz = 2z+1
√
pi
Γ(z + 1)
Γ(−z) |ξ|
−z−1
.
Поэтому
Gˆz(ξ) =
2z+1
√
pi |ξ4|−z−1
Γ(−z) dµˆ(ξ).
Отсюда вытекает, что для Rez = −β − 1 выполняется следующее неравенство∣∣∣Gˆz(ξ)
∣∣∣ ≤ Cz, причем |Cz| ≤ CeC1|Imz|. Следовательно,
‖Tzg‖L∞ ≤ Cz ‖g‖L1 .
Используя интерполяционную теорему при p = 2(1+β)
2+β
мы имеем:
‖T−1g‖Lq ≤ Ck ‖g‖Lp
Наконец, используя теоремы 1.1 мы придем к оценку сверху для оператора ограни-
чения.
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3. Оценка снизу для оператора ограничения.
Как отметили выше (Lp, L2) ограниченность оператора сужения R инвариант-
но относительно аффинного преобразования. В частности мы можем считать, что
функ-ция Φ записана в координате Шульца [7], в случае когда S выпуклая гиперпо-
верхность.
Обозначим через d расстояние до многогранника Ньютона функции Φ построен-
ного в точке x = 0. Следующее утверждение доказано в работе [9]:
Лемма 3.1. Пусть q сопряженное число, т.е 1
q
+ 1
p
= 1 (p ≥ 1). Если ψ(0) > 0 и
оператор ограничения имеет тип (Lp, L2), то для сопряженного числа q справедли-
во неравенство q ≥ 2d + 2. Если S выпуклая поверхность заданная в виде графика
функции Φ и N(Φ) многогранник Ньютона функции Φ, то существует линейное пре-
образование такое, что расстояние d определяется из соотношения d = h(Φ).
Доказательство теоремы 1.2. Так как свойство ограниченности оператораR инвари-
антно относительно линейных преобразований, то из леммы 3.1 следует, что 1 ≤ p ≤
2(1+h(Φ))
2h(Φ)+1
. Если q = 2 (1 + h(Φ)), то
1
p
= 1− 1
q
= 1− 1
2(h(Φ) + 1)
=
2h(Φ) + 1
2(1 + h(Φ))
.
Отсюда вытекает доказательство теоремы 1.2.
Автор приносит глубокую благодарность д.ф-м.н. И.А.Икромову за постановки
задачи и внимание к работе.
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On restriction of the Fourier transform to hypersufaces.
D.D.Turakulov
Abstract. It is considered Fourier transform of convex analytic hypersufaces on R4. We
prove that the Fourier restriction operator associated to convex analytic hypersufaces is
(Lp, L2) bounded whenever 1 ≤ p ≤ 2h+2h+2 . The result is sharp.
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